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Ubungsblatt 7

Tutoriumsaufgabe 7.1 Differentialoperatoren der Vektoranalysis in Kugelkoordinaten

Betrachten Sie das elektrische Quadrupolfeld E=F (x,y,—22) aus der Vorlesung.
a) Zeigen Sie, dass rot E = 0. Deswegen gibt es ein Potential ® mit £ = — grad ®. Wie lautet ®7
b) Schreiben Sie ® in Kugelkoordinaten ((z,y, z) = r(sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos #)).

c) Berechnen Sie das Feld E in Kugelkoordinaten. Der Gradient lautet

0P - 187@; 1 09,

grad® = 5 Gt 50 T reing 99

er +

d) Zeigen Sie, dass auch in Kugelkoordinaten div E = 0. Fiir das Vektorfeld E = Eré’r+E9§'9+E¢é’¢
berechnet man die Divergenz mit:
= 10(r°E,) N 1 O(sin0Fp) 1 OFEy
r2  or rsinf 90 rsinf 0¢

Tutoriumsaufgabe 7.2 Wasserstoffatom

Sei ®(r) = ¢ (% + %) e~/ das elektrostatische Potential des Wasserstoffatoms im Grundzustand
(Orbital 1s).
a) Berechnen Sie das elektrische Field E' = — grad ®. Benutzen Sie dafiir Kugelkoordinaten.

b) Berechnen Sie die Ladungsdichte p = ¢y div E.

Aufgabe 7.3 Vektoranalysis: Divergenz und Rotation

Fiir die Plots in dieser Aufgabe sollten Sie Mathematica benutzen. Um Feldlinien zeichnen zu kénnen,
ladt man das entsprechende Paket mit dem Kommando << Graphics‘PlotField®.

a) Zeichnen Sie z- und y-Komponente des Vektorfelds Vi = (—z,—y,0). Das Kommando heifst
PlotVectorField[{-x,-y},{x,-2,2},{y,-2,2}]. Dieses Feld konnte z.B. die Stromung einer
Fliissigkeit in den Ursprung beschreiben, d.h. es existiert eine (negative) Quelle (=Senke). Be-
statigen Sie diese Vermutung, indem Sie zeigen dass div Vi < 0.



b)

Zeichnen Sie z- und y-Komponente des Vektorfelds Vy = (y, —x,0). Dieses Feld konnte z.B. eine
Fliissigkeit in einem rotierenden Behélter beschreiben, d.h. es existiert ein Wirbel. Uberlegen
Sie sich, in welche Richtung die Rotationsachse zeigt (rechte-Hand-Regel!). Uberpriifen Sie, dass
rot V, tatséchlich in diese Richtung zeigt.

Das Geschwindigkeitsfeld Vs = vo(sin(kz — ct), 0,0) beschreibt eine Fliissigkeit beim Durchgang
einer akustischen Welle. Zeigen Sie, dass die Divergenz div Vs nur dort verschwindet, wo die
lokale Geschwindigkeit V3 maximal bzw. minimal ist (an allen anderen Orten wird das Medium
gestaucht bzw. gestreckt).

Das Geschwindigkeitsfeld V, = (0, x,0) beschrelbt eine Fliissigkeit unter dem Einfluss von
Scherkriiften. Berechnen Sie die Rotation rot Vj. Uberzeugen Sie sich davon, dass das Ergebnis
sinnvoll ist, in dem Sie sich iiberlegen, was mit einem Stock passieren wiirde, der am Ursprung
parallel zur z-Achse ins Wasser geworfen wird. Zeigen Sie, dass bei Dichtewellen wie in Teil c)
keine Scherkrifte auftreten, d.h. dass rot 173 =0.

Das Helmholtz-Theorem besagt, dass sich jedes (physikalische) Vektorfeld V=V, + 1_/;] in einen
divergenzfreien Anteil V, und einen rotationsfreien Anteil Vg aufspalten ldsst. Bestimmen Sie
diese Anteile fiir die beiden Vektorfelder Vs = (z + y,y,0) und Vg = (zy, yz, zz).

Bestimmen Sie fiir den rotationsfreien Anteil V5 des Vektorfelds ‘75 aus Teil e) ein Skalarpo-
tential

1
o5(F) = / At V(30 + 4T — F0)) - (7 — To)
0
und fiir den divergenzfreien Anteil V; 5 ein Vektorpotential

1
As(@) = [ at[tVestao + 167~ 70)] x (- 7o),
0

so dass 175 = grad @5 + rot /Yg,. Hinweis: Waihlen Sie Ty = 0.

Aufgabe 7.4 Stromdurchflossener Leiter

Das magnetische Feld eines unendlichen stromdurchflossenen Leiters ist gegeben durch

a)
b)

c)

d)

= ol
B(r) = ————(— 0).
(T) 27T($2 yg)( Y, T, )

Das Feld lasst sich in Zylinderkoordinaten schreiben als:

_ I 1. S
B = 'L;(;r <Oer e@+062>.

Uberpriifen Sie, dass das Feld quellenfrei ist (divg =0).
Uberpriifen Sie, dass das Feld wirbelfrei ist (rot B = 0).

Das magnetische Feld ist aber nicht konservativ. Berechnen sie das Linienintegral fiir einen
geschlossenen Weg um den Leiter, einen Kreis mit Radius r =1, 7(r, @) = 1€, + €, + 0€..

Finden Sie in Zylinderkoordinaten eine lokale Potentialfunktion, so dass B = grad ®
Hinweis: die Differentialoperatoren lauten in Zylinderkoordinaten

1
grad ® = (0,®, —0,P,0.9P)
r
- 1 1
divB = ;&(TBT) + ;850390 + 0.B,

-1 . .1 )
rot B = (T[?@Bz - 8ZB¢> &+ (0.By — 0,B.) €, + — (0,(rB,) — 0,B,) &,
T



Aufgabe 7.5
Wie muss die Konstante v gewahlt werden, damit das Vektorfeld
a(r) = (yai — waxs, w122 — %3, (2 — y)z123),
quellenfrei (diva = 0) ist? Kann man v auch so wahlen, dass @ wirbelfrei ist (rota = 0)?

Erganzungssaufgabe 7.6 Vektoranalysis: Identitaten

Uberpriifen Sie die Identitét
rotrot A = grad div A — V24

fiir das Vektorfeld A(7) = (22 + 2z, 4% + 22z, 22 + 2%y).
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