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Ubungen 2

Tutorial 2.1 Spatprodukt

a) Begriinden Sie mit Hilfe der koordinatenfreien Darstellung von Skalar- und Vektorprodukt: Der
Rauminhalt des Parallelepipeds (siehe Zeichnung) ist gegeben durch das Spatprodukt (@ x b) - C.
Welche anderen Spatprodukte, gebildet aus den Vektoren a@, b und ¢, ergeben ebenfalls den

Rauminhalt?

b) Zeigen Sie:
(i) In einem Spatprodukt kann man “Kreuz und Punkt vertauschen”
(ii) In einem Spatprodukt kann man die Reihenfolge der Vektoren zyklisch vertauschen
(iii)) Wenn a, b und ¢ in dieser Reihenfolge ein Linkssystem von Vektoren sind, ist das Spatpro-

-,

dukt (@ x b) - ¢ negativ, sein Betrag ergibt aber wieder den Rauminhalt des Parallelepipeds.

¢) Berechnen Sie das Spatprodukt (@ x b) - € fiir @ = (3,3.0), b= (0, 2.3 und &= (3,0,3).

Tutorial 2.2 Lineare Unabhéngigkeit

Die Vektoren @i, ds,...,amn heiken linear unabhingig, wenn sich der Nullvektor 0 nur “trivial” als
Linearkombination aus ihnen darstellen 1dft, d.h. wenn gilt:

6:A151+A262+...+Am6m = AN=XN=...=\,=0.

Lassen sich Koeffizienten Ay, ..., Ay # 0 finden, so sind die Vektoren linear abhéngig.
Priifen Sie die Vektoren @i, ds,ds € R? auf lineare Abhéingigkeit und berechnen Sie das von ihnen
aufgespannte Volumen:
a) ap = (3,1,2), dy = (1,0,1), as = (0,—1,2).
b) d; = (0,1,-1), d2 = (2,-2,0), a3 = (2,5, —3).



Aufgabe 2.3 Vektoren im gleichseitigen Tetraeder

Vier gleich grofte Kugeln (Radius R) kann man dreidimensional so zusammenschieben, dass ihre Mit-
telpunkte die Ecken eines reguléren Tetraeders bilden. Die Mittelpunkte kann man auch als Ecken eines
Wiirfels auffassen, dann ist der Mittelpunkt des Tetraeders identisch mit dem Mittelpunkt des Wiirfels.
Benutzen Sie die Kanten des Wiirfels als Achsen eines kartesischen Koordinatensystems (die Kanten-
lange als Einheit) und kliren Sie mithilfe von Vektoren und Skalarprodukten in diesen Koordinaten
folgende Fragen:

a) Welche Koordinaten haben die vier Kugelzentren? (Vorschlag: Kugel 1 hat 73 = (0,0, 0), Kugel
2 hat 75 = (1, 1,0), etc.)

b) Welcher Vektor fithrt zum Mittelpunkt des Tetraeders?

¢) Welchen Winkel bilden die Verbindungslinien von den Kugelmittelpunkten zum Tetraedermit-
telpunkt?

d) Wie lang sind diese Verbindungslinien?

e) Wie lang sind die Kanten des Tetraeders?

f) Wie hoch ist die Figur der vier Kugeln, wenn man sie so stellt, dass 3 Kugeln unten in einer
Ebene liegen? Dazu zuerst: Wie hoch liegt die Spitze des Tetraeders iiber der Ebene durch die
drei anderen Ecken?

g) Wie hoch liegt der Mittelpunkt des Tetraeders iiber einer Tetraederflache?

h) Wie weit sind die Ecken des Tetraeders vom Fukpunkt der Hohe entfernt?

i) Welchen Winkel bilden die Kanten des Tetraeders mit seinen Fléchen?

Geben Sie die gefragten Léngen auch in Einheiten der Kugelradien an.

Aufgabe 2.4 Vektorielle Beweise

Zeigen Sie: die Winkelhalbierenden des Dreiecks mit den Kanten a, b und b — @ schneiden sich in
einem Punkt.
Hinweis: die Winkelhalbierende zwischen den Kanten @ und b hat die Parameterdarstellung ¥ =

A (% + %). Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass dieser Punkt der Mittelpunkt des Inkreises ist.

b

Aufgabe 2.5 Gedrehte Bahnkurve

Gegeben sei die Bahnkurve eines Massenpunktes 7(t) = (R, cos(wt), Ry sin(wt), 0).
a) Beweisen Sie, dass diese Raumkurve eine Ellipse ist und die Ellipsengleichung
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x
-5 + % — 17
Rz Rp
erfiillt. Zeichen Sie diese Ellipse in eine Ebene mit den Achsen z und y.
b) Fiir welche Zeit(en) ¢ erfiillt der Betrag der Geschwindigkeit |v] = wzf E Sw2R27?

Hinweis: Man erhdlt den Vektor der Geschwindigkeit U(t) aus der Bahnkurve 7(t) durch eine
zeitliche Ableitung,



c¢) Transformieren Sie nun die Bahnbewegung in ein Koordinatensystem, in dem sich die im Teil
a) gezeichnete xy-Ebene im Uhrzeigersinn mit der Winkelgeschwindigkeit  um die z-Achse
dreht. Wie lautet die Drehmatrix M(§¢) fiir diese zeitabhéngige Transformation und wie die
Bahnkurve im neuen Koordinatensystem?
Zeichnen Sie die Bahn beispielhaft fiir eine Kombination von Parameterwerten, in denen eine
sich drehende Ellipse zu erkennen ist. Benutzen Sie dazu einen Computerprogramm, zum Beispiel
Mathematica, Maple oder gnuplot.

d) Wann ergeben sich geschlossene Bahnkurven?

Abgabe: Dienstag, 6.11.2007, bis 13:00 Uhr, Theresienstr. 37, Briefkésten vor Bibliothek (1. Stock)



