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I Einleitung: Ziel und Notwendigkeit von Computersimulatio-nenDas Ziel von Computersimulationen in der statistis
hen Physik ist es, aus bekannten mikroskopis
henWe
hselwirkungen, die man in die Simulation hineinste
kt mehr über das makroskopis
he Verhaltenvon Systemen zu lernen.Die Problematik ist, daÿ makroskopis
he Körper und au
h bereits geringste Mengen von Gas Anzahlenvon Teil
hen in der Gröÿenordnung von 1023 enthalten, die bei klassis
hen Paarwe
hselwirkungenalle mit allen anderen we
hselwirken. Es handelt si
h also um eine Anzahl von Glei
hungen von derGröÿenordnung (1023)2 = 1046 . Vielteil
henprobleme sind ni
ht nur analytis
h unlösbar, nein, es istau
h utopis
h zu glauben, man könnte so viele Glei
hungen jemals numeris
h handhaben. Man muÿsi
h also auf kleinere Teilsysteme bes
hränken und diese simulieren, um unter Umständen Vorhersagenüber das Verhalten der aus diesen aufgebauten makroskopis
hen Systeme ma
hen zu können. EinProblem ist natürli
h, daÿ so ein Zustandsraum eines Systems nur sti
hprobenartig abgetastet, ni
htaber vollständig abgede
kt werden kann.Ein Vorteil von Simulationen ist, daÿ im Gegensatz zum Experiment alle Anfangswerte, also derexakte mikroskopis
he Anfangszustand des Systems kontrollierbar ist. Das ist in der Realität ni
htnur prinzipiell unmögli
h (wegen der quantenme
hanis
hen Uns
härferelation), sondern au
h praktis
hni
ht dur
hführbar.Errei
hbare Ziele von Computersimulationen sind also
• Verständnis und Interpretation von experimentellen Ergebnissen,
• Qualitative und quantitative Voraussagen von experimentellen Ergebnissen,
• Interpolation/Extrapolation von experimentellen Daten in Berei
he, die im Labor nur s
hwer zuerrei
hen sind.Man erhält jedo
h nur ein Modell der Wirkli
hkeit und kann kaum si
her sein, daÿ tatsä
hli
h allerelevanten Aspekte berü
ksi
htigt wurden.II GrundlagenII.1 MolekülpotentialeIn diesem Abs
hnitt soll kurz eine Auswahl der Potentiale vorgestellt werden, die zur Modellierung derEigens
haften vers
hiedener Atom- bzw. Molekülensembles benutzt werden. Dabei sind die Potentialeder Reihe na
h jeweils immer stärkere Vereinfa
hungen. Am Ende dieses Abs
hnitts kann man dur
hden Verglei
h der Potentiale ents
heiden, wel
hes für die Molekulardynamik-Simulation das geeignetsteist.1.) Born-Mayer-PotentialDas Born-Mayer-Potential soll hier eher der Vollständigkeit wegen angegeben werden. Es wirdzur Modellierung ionis
her We
hselwirkungen, also insbesondere bei Kristallen verwendet.

U(r) =
A

r
− B e−r/σDer zu 1

r proportionale Term stellt mit A = q1q2

4πε0

das bekannte Coulomb-Potential dar. Derexponentielle Anteil modelliert die Abstoÿung zweier Ionen sehr gut für den Fall, daÿ si
h dieElektronenverteilungen nur wenig überlappen, was bei einem Kristall im Glei
hgewi
ht gegebenist. Die Konstante B (> 0) ist ein Maÿ für die Stärke der abstossenden We
hselwirkung, σ (> 0)für ihre Rei
hweite.
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rDie obige Darstellung des Born-Mayer-Potentials sei beispielhaft gegeben. Die folgenden Po-tentiale haben im wesentli
hen denselben Verlauf.2.) Morse-PotentialDieses Potential hat die Form

U(r) = c
(

1 − e−β(r−R0)
)2

.Dabei ist R0 die Stelle des Potentialminimums, c = lim
r −→∞

U(r) , und β ein Parameter zurAnpassung der Stärke der Abstoÿung. Vor allem für den anziehenden Teil (r > R0) ist diesesPotential eine gute Approximation.Eine bessere Näherung für den abstoÿenden Teil (r −→ 0) jedo
h ist das3.) Molier-Potentialwel
hes die folgende Form hat:
U(r) =

A

r

(

0,35 e−0,3r/B + 0,55 e−1,2r/B + 0,1 e−6r/B
)

,mit den Parametern A > 0 und B > 0 . Diesem Potential sieht man s
hon an, daÿ es empiris
hgewonnen wurde. Setzt man den abstoÿenden Anteil desMolier-Potentials und den anziehendenAnteil des Morse-Potentials stetig zusammen1, so würde si
h eine optimale Bes
hreibung fürPotentiale einfa
her Moleküle ergeben.Betra
htet man den numeris
hen Aufwand, der notwendig ist, um die Ableitung einer sol
henzusammengesetzten Funktion zu bere
hnen, so erkennt man s
hnell, daÿ man zu weiter ver-einfa
hten Potentialen übergehen muÿ, die lei
hter zu di�erenzieren sind. So zum Beispiel dasfolgende.4.) Lennard-Jones-PotentialDieses ist das am häu�gsten verwendete Potential:
U(r) = 4ε

[

(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

.Dabei sind ε und σ materialabhängige Parameter für die Bindungsenergie bzw. die Teil
hengröÿe.Das Potential ist aus zwei Summanden zusammengesetzt, wovon der Term proportional zu r−121Eigtl. so, daÿ U(r) und dU
dr

(= −F ) beide stetig sind. 2
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Û/ro Abbildung 1: Lennard-Jones-Potentialstarke Repulsion bewirkt (positives Vorzei
hen) und derjenige proportional zu −r−6 Attraktion(negatives Vorzei
hen). Dieser anziehende Anteil ist besser bekannt als van-der-Waals- oderLondon-We
hselwirkung. Diese kann quantenme
hanis
h exakt aus den Fluktuationen des Di-polmoments der Ladungsverteilungen von Atomen abgeleitet werden. Der abstoÿende Anteil desPotentials ist hingegen empiris
h gewonnen. Es gibt im wesentli
hen folgende drei Aspekte fürdie Wahl des r−12−Terms:1. Pauli-Prinzip: Teil
hen kommen si
h ni
ht beliebig nahe, sondern stoÿen si
h bei einerrelativen s
harfen Grenze für den Abstand stark ab. 22. Das so gewählte Potential reproduziert experimentelle Daten sehr gut.3. Bei der analytis
hen Behandlung des Lennard-Jones-Potentials erkennt man so lei
ht dieBedeutung der Parameter, weil der zu r−12 proportionale Term in gewissem Sinne gut zumvan-der-Waals-Term (proportional zu r−6) paÿt (s.u.).Mit dem Lennard-Jones-Potential lassen si
h beispielsweise Edelgase (Argon, Neon, et
.) undderen Kristallisation bei sehr tiefen Temperaturen gut modellieren und bestätigen, oder au
hdas reale oder van-der-Waals-Gas und seine Eigens
haften ableiten.Nun zu zwei kurzen Re
hnungen zum Lennard-Jones-Potential, die die günstige Wahl des
r−12-Terms sowie die Bedeutung der Parameter σ und ε verdeutli
hen:1. Nullstelle des Potentials (übersteigt die Energie des Systems diesen Wert, so kann es ni
htgebunden sein):

U(r)
!
= 0 ⇐⇒

(σ

r

)12

−
(σ

r

)6

= 0 ⇐⇒ σ12 − σ6 r6

r12

⇐⇒ σ6 − r6 = 0 ⇐⇒ r = σ .Wobei man diese Nullstelle des Terms bereits ohne Re
hnung erkennen könnte.2Man spri
ht bei einer sol
hen We
hselwirkung au
h von einer Auss
hluÿwe
hselwirkung, weil das Volumen einesTeil
hens diesen Teil des Raums für andere Teil
hen auss
hlieÿt.
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2. Minimum R0 des Potentials:
dU(r)

dr
= 4ε

[

6σ6

r7
− 12σ12

r13

]

!
= 0

⇐⇒ 6σ6 r6 − 12σ12

r13
= 0

∣

∣ · r13

⇐⇒ r6 − 2σ6 = 0 =⇒ R0 =
6
√

2 σ ,

=⇒ U(6
√

2σ) = 4ε

[

σ12

4σ12
− σ6

2σ6

]

= 4ε

[

1

4
− 1

2

]

= −ε .5.) Sutherland-PotentialDas Sutherland-Potential berü
ksi
htigt ebenfalls anziehende We
hselwirkungen zwis
hen denTeil
hen. Ist der minimal mögli
he Abstand von r = σ errei
ht, so verhalten si
h die Teil
henwie harte Kugeln (s.u.).
U(r) =

{

∞ , r ≤ σ ,
−c · r−µ , r > σ , mit c > 0 , µ > 0 .

Abbildung 2: Sutherland-Potential6.) Potential harter KugelnDieses Potential stellt eine grobe Näherung der zuvor vorgestellten Lennard-Jones-Potentialsdar und bes
hreibt vor allem den Anteil der Auss
hluÿwe
hselwirkung sehr extrem:
U(r) =

{

∞ , r ≤ σ ,
−c , r > σ , mit c > 0 .Hierbei werden die Teil
hen eines Gases quasi als extrem harte Billiardkugeln mit Radius R0 mo-delliert: Die Teil
hen erfahren untereinander keinerlei Anziehung (konstante potentielle Energie

−c der Teil
hen). Wenn sie zusammenstoÿen, so werden sie vollelastis
h, d.h. ohne Verformungoder Energieverluste re�ektiert, ohne daÿ ein Teil
hen au
h nur ein wenig in das exkludierte3Volumen des anderen Teil
hens vordringen könnte. Für (R0 =)σ −→ 0 spri
ht man vom idealenGas, da dann das dur
h die Teil
hen ausges
hlossene Volumen vers
hwindet. Man erhält punkt-förmige Teil
hen ohne We
hselwirkung untereinander auÿer vollelastis
hen Stöÿen mit si
h und3d.h. ausges
hlossene 4



Abbildung 3: Potential harter Kugelnder Wand.Na
hteil der Modellierung mit diesem Potential ist jedo
h, daÿ bei der Simulation eines Kristallsfolgendes vorkommen kann: Die Trajektorie eines mit hoher Ges
hwindigkeit auf den Kristallauftre�enden Teil
hens verläuft ohne eine Kollision dur
h den gesamten Kristall. Das ist na-türli
h unrealistis
h, weil wirkli
he Moleküle eben ni
ht nur über Stöÿe we
hselwirken, sondernau
h über endli
he Distanzen hinweg.II.2 PaarkorrelationsfunktionZunä
hst betra
hte man die aus der Statistik bekannte Varianz einer Zufallsgröÿe x ,

var(x) = 〈x2〉 − 〈x〉2 .Diese kann man als Spezialfall der Kovarianz zweier Zufallsgröÿen x und y für den Fall x = y ansehen,
cov(x, y) = 〈xy〉 − 〈x〉〈y〉 .Die Kovarianz ist ein Maÿ dafür, wie stark x und y korreliert sind. Sind x und y kontinuierli
heZufallsgröÿen mit den Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten px(x) und py(y) sowie der Wahrs
heinli
hkeitsdi
htedes Produkts pxy(xy) , so kann man die Kovarianz wie folgt ums
hreiben:

cov(x, y) =

∫

xypxy(xy) d(xy) −
∫

xpx(x) dx

∫

ypy(y) dy .Die Korrelationsfunktion g(r1, r2) einer physikalis
hen Gröÿe X mit (ortsabhängiger) Di
hte x(r)kann man nun so de�nieren [1℄:
g(r1, r2) = 〈x(r1)x(r2)〉 − 〈x(r1)〉 〈x(r1)〉 . (1)Diese Funktionen ermögli
hen Einbli
ke in das Verhalten thermodynamis
her Systeme in ihren kriti-s
hen Berei
hen, also in den Berei
hen, in denen Phasenübergänge auftreten. Oft ist es ausrei
hend,bestimmte Korrelationsfunktionen bis zu einer niedrigen Ordnung (d.h. Paarkorrelationen oder Kor-relationen zwis
hen drei, vier, et
. Teil
hen in Gruppen) zu kennen, um die Zustandsglei
hung dur
hsie auszudrü
ken und zu bere
hnen.Existiert keine Korrelation der Gröÿe X zwis
hen dem Ort r1 und r2 , so gilt cov(r1, r2) = 0 ⇐⇒

g(r1, r2) = 0 . Ist die Gröÿe X räumli
h homogen, so gilt
g(r1, r2) = g(|r1 − r2|) = g(r) ,d.h. g hängt ni
ht mehr von der Wahl eines bestimmten Ortes ab (o.B.d.A. r1 = 0), sondern nur no
hvom skalaren Abstand r = |r1 − r2| .Im folgenden interessiert vor allem die Paarkorrelationsfunktion. Bei dieser ist die Gröÿe X die Teil-
henzahl N und es gilt: x(r) = ρ(r) mit der Teil
hendi
hte ρ(r) am Ort r . Bei räumli
her Homogenität5



weist g(r) übli
herweise oszillatoris
hes Verhalten auf. Mit wa
hsendem Abstand r werden die Korre-lationen immer s
hwä
her.Mit Hilfe der im folgenden de�nierten Di
hte-Di
hte-Autokorrelationsfunktion G(r) kann man g(r)au
h anders ausdrü
ken. Für G(r) kann man zeigen (siehe [2℄, S. 97f):
G(r) :=

1

N

∫

〈ρ(r′ + r)ρ(r′)〉 dr′ =
1

N

〈

∫ N
∑

i, j
i6=j

δ(r′ + r − ri)δ(r
′ − rj) dr′

〉

+ δ(r) =

=
1

N

〈

N
∑

i, j
i6=j

δ(r + rj − ri)

〉

+ δ(r) = ρg(r) + δ(r) .Löst man nun na
h g(r) auf (unter Verna
hlässigung des Terms δ(r) , der nur den Fall i = j repräsen-tiert), so erhält man die folgende Darstellung:
g(r) =

1
N

∫

〈ρ(r′ + r)ρ(r′)〉 dr′

ρ
. (2)Daÿ Glei
hung (2) tatsä
hli
h identis
h ist mit Glei
hung (1) ist ni
ht ganz lei
ht zu zeigen. Hierzusei no
hmals auf [2℄, S. 97f sowie auf [3℄, S. 36f verwiesen. Zusammenfassend kann man sagen:

g(r) entspri
ht der über alle Teil
hen gemittelten lokalen Di
hte, bezogen auf die mittlere Di
hte.

Abbildung 4: Links g(r) für einen Festkörper, re
hts für ein Gas, s
hematis
hBei geringen Temperaturen (Festkörper) be�nden si
h die Teil
hen an mehr oder weniger festen Orten.Die Paarkorrelation g(r) zeigt somit deutli
he Spitzen für die nä
hsten und weiteren Na
hbarn (Nah-und Fernordnung, s. Abb. 4, links), während sie für die Mehrzahl aller Orte vers
hwindet. Für die�üssige Phase bleibt nur die Nahordnung erhalten (s. Abb. 5). In der Gasphase bestehen weder Nah-no
h Fernordnung (s. Abb. 4, re
hts).

Abbildung 5: g(r) für das Edelgas Argon aus einer 3D Simulation6



Die Bedeutung der ortsabhängigen Paarkorrelation g(r) liegt au
h darin, daÿ sie die Fourier-Transformationdes Strukturfaktors S(k) ist, wobei k ein reziproker Vektor (d.h. ein Vektor im Fourier-Raum) ist:
g(r) =

1

(2π)3 ρ

∫

eik·r (S(k) − 1) dk bzw.
S(k) = 1 + (2π)3 ρδ(k) + ρ

∫

e−ik·r (g(r) − 1) dr .Das Besondere daran ist, daÿ S(k) experimentell zugängli
h ist, nämli
h dur
h Streuexperimen-te, bei denen genau diese Gröÿe gemessen wird. Verglei
he dazu Kapitel 2 aus [4℄ zur Röntgen-Strukturanalyse na
h Laue. hier wird der Strukturfaktor Fhkl genannt. Bei anderen Streumethodenzur Strukturbestimmung, z.B. Raman- oder Neutronenstreuung erhält man ebenfalls die Struktur-faktoren.Auÿer in der statistis
hen Physik eignet si
h die Paarkorrelationsfunktion au
h in der Kosmologie zurBes
hreibung der räumli
hen Verteilung von Galaxien (siehe [5℄) sowie in der Biologie bzw. Forstwirt-s
haft zur Untersu
hung der Abstandsverteilung von Bäumen in Wäldern (siehe [6℄).III Molekulardynamik mit MolDyn und 2D-ThermodynamikDie folgenden Betra
htungen beziehen si
h alle auf das Programm MolDyn4. Dieses simuliert die Dy-namik eines Edelgasensembles mit bis zu 250 Teil
hen, jedo
h in 2-dimensionaler Anordnung. Dahermüssen viele der aus der Thermodynamik in drei Dimensionen bekannten Betra
htungen und Formelnim folgenden auf zwei Dimensionen übertragen werden.Für die We
hselwirkung zwis
hen den Atomen wird das Lennard-Jones-Potential verwendet, da esnumeris
h verglei
hsweise lei
ht handzuhaben ist (siehe oben aufgeführte Vorteile) und die experimen-tellen Daten sehr gut reproduziert.III.1 Grundlagen der SimulationIII.1.1 Maxwell-Verteilungsfunktion in 2DDie Maxwell-Verteilungsfunktion für ein ideales Gas im thermis
hen Glei
hgewi
ht bei der Tempe-ratur T in lautet in drei Dimensionen:
f3D(v) =

√

2

π

( m

kT

)3/2

v2 exp

(

−mv2

2kT

)

,dabei ist v = |v| der Ges
hwindigkeitsbetrag eines Teil
hens und m seine Masse. Die Verteilunggibt an, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit f(v) dv si
h ein Teil
hen im Ges
hwindigkeitsintervall v + dvbe�ndet. Für ein sol
hes Gas in zwei Dimensionen gilt jedo
h folgende Verteilung:
f2D(v) =

m

kT
v exp

(

−mv2

2kT

)

.In Abbildung 6 sieht man, wie si
h die Verteilungsfunktion bei steigender Temperatur ändert. DasVerhalten entspri
ht dem in 3D. In der Simulation wird die Maxwell-Verteilung benutzt, um zuerkennen, ob das System das Glei
hgewi
ht errei
ht hat: Dann sollte si
h eine Kurve ausgebildethaben, die die Form der Kurven aus Abbildung 6 hat.III.1.2 Energie, Temperatur & Dru
k in 2DAu
h die Gröÿen für kinetis
he und potentielle Energie, den Dru
k und die Temperatur in 2D müssenanalog zu denselbigen in 3D de�niert werden:4Das Computerprogramm MolDyn erhielt den deuts
hen Ho
hs
hul-Software-Preis 1990 und darf kopiert werden. Eskann zum Beispiel unter http://www.didaktik.physik.uni-erlangen.de/download/window.htm heruntergeladen wer-den. 7
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Abbildung 6: Maxwell's
he Ges
hwindigkeitsverteilung. Links: Theoretis
he Verteilungen für zweidimensio-nales Argon bei vers
hiedenen Temperaturen. Re
hts: Verteilung aus der Simulation bei 100K.
• Mittlere kinetis
he Energie pro Teil
hen:

〈Ekin〉 =
1

N

N
∑

i

1

2
mivi

2 =
1

2
m

〈

v2
〉

,mit mi = m für alle i und 〈

v2
〉

= 1
N

∑N
i vi

2 .

• Mittlere potentielle Energie pro Teil
hen5:
〈Epot〉 =

1

2N

N
∑

i, j
i6=j

U(rij) ,wobei rij der Abstand des i-ten Teil
hens vom j-ten Teil
hen ist und U(r) die verwendetePotentialfunktion ist.
• Temperatur läÿt si
h wie beim dreidimensionalen idealen Gas ausdrü
ken, also über

〈Ekin〉 =
1

2
m

〈

v2
〉

=
f

2
kT ,wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade ist der Atome ist. In 3D wäre f = 3 und hier mit f = 2gilt dann für die Temperatur:

T =
m

〈

v2
〉

2k
.

• Den Dru
k des Gases kann man über den Virialsatz bere
hnen.Für ein ideales Gas in 3D gilt bekanntli
h pV = NkT . In 2D wird allerdings entspri
ht demVolumen V eine Flä
he A so daÿ gilt
pA = NkT .Für we
hselwirkende Systeme ist nun auf der re
hten Seite no
h das Virial6 zu ergänzen:

pA = NkT − 1

2N

N
∑

i, j
i6=j

rij
∂U(r)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=rij

= NkT − 1

2N

N
∑

i, j
i6=j

F (rij) rij5Der Faktor 1
2
kommt vom Übergang von der Doppelsumme X

i

X

i>j

zur Summe X

i, j
i6=j

, bei der alle Paare (i, j) doppeltgezählt werden.6Genauer: Den 2. Virialkoe�zienten. Siehe hierzu au
h den Vortrag über Virialentwi
klungen.8



III.1.3 Verlet-AlgorithmusFür jedes einzelne von N Teil
hen i = 1, 2, ..., N wird die Newton's
he Bewegungsglei
hung
mi

d2
ri

dt2
= Fi =

1

2

N
∑

i, j
i6=j

F (rij)eij (3)aufgestellt. Ein Summand bezei
hnet die Kraft des Teil
hens j auf Teil
hen i, wobei eij einen Einheits-vektor darstellt, der von Teil
hen j auf Teil
hen i zeigt. Die Kraft F (rij) bere
hnet man dabei überdas gegebene Lennard-Jones-Potential mit F (rij) = − dU
dr

∣

∣

r=rij
. Es handelt si
h um Paarwe
hsel-wirkungen, d.h. Mehrteil
henwe
hselwirkungen treten hier ni
ht auf. Insgesamt ergibt si
h also einSystem von N gekoppelten linearen Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung, das nur numeris
h be-handelt werden kann.Zur Lösung wird beispielhaft nur die x-Koordinate eines beliebigen Teil
hens betra
htet, da das Pro-blem für alle Koordinaten und Teil
hen identis
h ist. Die Bes
hleunigung wird mit Hilfe symmetris
herZeitableitungen ausgedrü
kt

ẋ(t) =
x(t + dt/2) − x(t − dt/2)dt

=⇒ d2xdt2 =
ẋ(t + dt/2) − ẋ(t − dt/2)dt

=
x(t + dt) − x(t − dt) − 2x(t)dt2und in Gl. (3) eingesetzt. Die Di�erentialglei
hung wird somit in eine Di�erenzenglei
hung überführt,die folgendermaÿen umgeformt wird

x(t + dt) = 2x(t) − x(t − dt) + dt2
Fx(t)

m
.Für diesen Algorithmus müssen zunä
hst no
h die Anfangsbedingungen vorgegeben werden. In derSimulation MolDyn setzt man dazu eine passende Anzahl von Teil
hen auf die Plätze eines Quadrat-oder hexagonalen Gitters und gibt ihnen Maxwell-verteilte Anfangsges
hwindigkeiten unter derBedingung, daÿ der Gesamtimpuls des Systems vers
hwinden muÿ.Dur
h Übergang zu einem endli
hen Zeits
hritt ( dt → δt > 0) wird aus der exakten Glei
hung eineNäherungsformel, die den jeweils unbekannten Wert x(t+δt) aus bereits bekannten Werten bere
hnenlässt. Die Güte der Approximation hängt wesentli
h von der S
hrittweite δt ab und wird bis zur Grenzemaximal mögli
her Re
hengenauigkeit immer besser, je kleiner δt gewählt wird.Beim Verlet-Algorithmus �ieÿen keine Ges
hwindigkeiten in die Bere
hnung ein. Werden denno
hAngaben über die Ges
hwindigkeit eines Teil
hens benötigt (z.B. für die kinetis
he Energie), so läÿtsi
h diese mit

ẋ(t) =
x(t + δt) − x(t − δt)

2δt
(4)abs
hätzen. Der Fehler ist für Ort und Bes
hleunigung der Teil
hen von der Ordnung (δt)4 , für dieGes
hwindigkeit jedo
h von der Ordnung (δt)2 .Leap-Frog-S
hema. Die am meisten verwendete Variation des oben bes
hriebenen einfa
hen Ver-let-Verfahrens ist das Leap-Frog-S
hema:

x(t + δt) = x(t) + δt ẋ
(

t + 1
2δt

)

,

ẋ
(

t + 1
2δt

)

= ẋ
(

t − 1
2δt

)

+ δt ẍ(t) .Zusätzli
h zu Ort und Bes
hleunigung der Teil
hen zum Zeitpunkt t , wie beim original Verlet-Verfahren, wird hier no
h die Ges
hwindigkeit na
h einem halben Zeits
hritt ẋ(t + 1
2δt) zur Bere
h-nung der neuen Orte x(t + δt) benutzt. Somit liefert au
h dieser Algorithmus keine Ges
hwindigkeitder Teil
hen zum Zeitpunkt t . Diese ist wie in Glei
hung (4) abzus
hätzen.Velo
ity-Verlet. Ein Verfahren, das au
h die Ges
hwindigkeiten zu den vollen Zeits
hritten liefert,ist das Velo
ity-Verlet-Verfahren:

x(t + δt) = x(t) + ẋ(t) +
1

2
δt ẍ(t + δt) ,

ẋ(t + δt) = ẋ(t) +
1

2
δt ẍ(t) + ẍ(t + δt) .9



Neben der Tatsa
he, daÿ man bei diesem Verfahren au
h direkt die Ges
hwindigkeit bekommt, istau
h die Minimierung von Rundungsfehlern ein Vorteil.7Zusammenfassend seien hier no
h die Vor- und Na
hteile des Verlet-Algorithmus aufgeführt:Vorteile:
• S
hnell
• Geringe Langzeit-Energiedrift
• Kurzzeitstabilität
• Zeit reversibel (Newton)
• Raum erhalten (Hamilton)
• Geringer Spei
herbedarfNa
hteile:
• Ni
ht sehr genau für groÿe Zeits
hritte
• Trajektorie ni
ht besonders gutIII.1.4 RandbedingungenAufgrund der bereits in der Einleitung bes
hriebenen Problematik der sehr groÿen Teil
henzah-len makroskopis
her Systeme, gibt es zwei konträre Mögli
hkeiten, die Randbedingungen für eineMolekulardynamik-Simulation zu wählen:1.) Periodis
he Randbedingungen (PRB): A
ht virtuelle Bere
hnungszellen, die Kopien desbeoba
hteten Ensembles darstellen, umgeben das tatsä
hli
he Ensemble (Abb. 7). Bei der Be-re
hnung der Kraft auf ein bestimmtes Teil
hen wird ein Kasten gerade so gewählt, daÿ diesesTeil
hen in der Mitte liegt. Verläÿt ein Teil
hen die Bere
hnungszelle beispielsweise links, sokommt es re
hts wieder herein. Die Di
hte bleibt also immer konstant. Die Bere
hnungsmethodePRB nähert ein unendli
h ausgedehntes Teil
hensystem, jedo
h wird dabei für das Lennard-Jones-Potential ein Abbru
h (engl. 
ut-o� ) vorgenommen: Das Potential wird bei r = L

2 aufnull gesetzt. L ist die Seitenlänge einer Bere
hnungszelle. Na
hteil dieser Methode ist, daÿ räum-li
he Fluktuationen, deren Wellenlänge in der Gröÿenordnung von oder gröÿer als L sind dabeini
ht untersu
ht werden können. Au
h zeitli
he Korrelationen sind verfäls
ht: Wenn eine lokaleStörung mit einer Ges
hwindigkeit c (≈ S
hallges
hwindigkeit) dur
h das System läuft, so erhältman eine Rü
kkehrzeit von τr ≈ L/c für diese Störung dur
h die Randbedingungen. Zeitli
heKorrelationen müssen also über Zeiten < τr gemittelt werden. Die Paarverteilungsfunktion wirdre
ht gut reproduziert, jedo
h natürli
h au
h nur für Korrelationslängen kleiner als L ; dana
htreten dur
h die PRB bedingte Korrelationen auf.2.) Freie Randbedingungen (FRB): Für bestimmte Fragestellungen ist jedo
h gerade die Ober-�ä
hendynamik von Interesse. Die Simulation kann deshalb au
h mit freien Randbedingungen(FRB) dur
hgeführt werden. Das Ensemble wird hierbei als im Vakuum s
hwimmend betra
htet.Da die kleine Teil
henzahl bei entspre
hender Temperatur zu ausgeprägten Ober�ä
hene�ektenführt, ist die Anordnung bei FRB von einem Kasten mit re�ektierenden Wänden umgeben (je-do
h ni
ht eingezwängt), um Ausreiÿer dem System zurü
kzuführen.III.2 Gitterstrukturen in 2D und 3DWährend es in zwei Dimensionen nur eine Form von kubis
hem Gitter, nämli
h das Quadratgitterund au
h nur eine Form von hexagonalem Gitter gibt, sind die Mögli
hkeiten in drei Dimensionenvielfältiger. Dem kubis
hen Gitter in 2D entspri
ht das sog. einfa
h (primitiv) kubis
he Gitter in3D (engl. simple 
ubi
, s
), siehe Abbildung 8. Bei den hexagonalen Gittern in 3D gibt es nun zwei7Die vorgestellten Verfahren sind alle sog. Prediktor-Verfahren. Verbesserte Prediktor-Korrektor-Verfahren sind jedo
hfür Molekulardynamik-Simulationen zu re
henintensiv. 10



Abbildung 7: Bere
hnungsmethode periodis
he Randbedingungen

Abbildung 8: Primitiv-kubis
hes GitterMögli
hkeiten in Abhängigkeit von der S
hi
htfolge: Entweder es handelt si
h um die S
hi
htfolgeABAB, dann nennt man das Gitter kubis
h �ä
henzentriert (engl. fa
e-
entered 
ubi
, f

), sieheAbbildung 9, links. Oder die S
hi
htfolge ist ABCABC, dann nennt man das Gitter hexagonal di
ht(engl. hexagonal 
losed-pa
ked, h
p), siehe Abbildung 9, re
hts.In 2D ist die Raumausfüllung, bzw. die Flä
henausfüllung beim Quadratgitter π
22 ≈ 78,5 % und beimhexagonalen Gitter π/2√

3
≈ 90,6 % . Allein daran sieht man bereits, daÿ man bei einem Kristall eineUmordnung vom kubis
hen ins hexagonale Gitter erwarten kann. Das ist nun au
h glei
h Thema desnä
hsten Abs
hnitts.
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Abbildung 9: Links: kubis
h �ä
henzentriertes Gitter, Mitte und re
hts: hexagonal di
htes GitterIII.3 Anwendungen der SimulationZunä
hst ein Bilds
hirmfoto des bereits erwähnten Programms MolDyn in Abbildung 10. Auf demHauptbilds
hirm zu sehen sind als Punkte die Teil
henpositionen. Bei laufender Simulation kann mansi
h entweder nur die aktuelle Position jedes Teil
hens anzeigen lassen oder aber seine ganze Trajek-torie. Re
hts kann man die Daten Dru
k (nur bei PRB), Temperatur und mittlere kinetis
he sowie

Abbildung 10: Bilds
hirmfoto von MolDynpotentielle Energie ablesen. Auÿerdem werden einem die gemittelten Verläufe für die Maxwell's
heGes
hwindigkeitsverteilung und die Paarkorrelationsfunktion g(r) , hier γ(r) genannt (wegen der Dis-kretisierung bei der Bere
hnung, siehe Glei
hung (5)) angezeigt, die si
h au
h vergröÿert darstellenlassen. In der Leiste oben sind die für die numeris
he Bere
hnung benötigten Daten angegeben.
12



III.3.1 Umordnung der GitterstrukturenStartet man die Simulation mit 196 Teil
hen in der kubis
hen Gitterstruktur und einer relativ gerin-gen Startges
hwindigkeit von 10 m
s , so beoba
htet man eine s
hnelle Umordnung in die hexagonaleGitterstruktur. Dabei wird potentielle Energie frei, da die Pa
kungsdi
hte gröÿer geworden ist (sieheoben). Diese wird in kinetis
he Energie umgewandelt (Eges =
onst.) und die Temperatur steigt.III.3.2 Paarkorrelationsfunktionen in vers
hiedenen AggregatszuständenGlei
hung (2) für die Paarkorrelationsfunktion g(r) läÿt si
h statt mit dem Integral au
h wie folgt miteinem Summenzei
hen s
hreiben8 :

g(r) = γ(r) =

〈
1
N

N
∑

i

ρi(r)

ρ

〉

t

mit ρi(r) =
dni

2πr dr
. (5)

ρi(r) ist also glei
h der Anzahl der Teil
hen dni , die si
h innerhalb eines Kreisrings der Flä
he 2πr drim Abstand r um Teil
hen i be�nden, dividiert dur
h diese Flä
he. ρ ist wie bereits in Glei
hung (2)die mittlere Di
hte. Für die Bere
hnung muÿ zu einer endli
hen Breite ( dr → 2a) übergegangen unddie Anzahl der Teil
hen dni → 2ni, die si
h in Abständen [r − a, r + a] vom Teil
hen i be�nden,dur
h die Flä
he 4 π a r geteilt werden. Diese Näherung von g(r) wird in der Simulation dann γ(r)genannt. Obwohl die Simulation nur in 2D ist, sind die Abszissen der ersten drei Maxima von g(r) gut

Abbildung 11: Links: g(r) aus einem Neutronen-Streuexperiment für �üssiges Argon bei 85K. Die kleinenWellen für kleine r sind Artefakte der Bere
hnung [7℄. Re
hts: γ(r) aus MolDyn bei derselben Temperatur. Aufder Abszisse ist jeweils r in Å angegeben.na
hvollziehbar. Au
h die im theoretis
hen Teil skizzierten Paarkorrelationen für den festen (PRB,56 Teil
hen, v0 = 5 m
s ) und für den gasförmigen Zustand (FRB, 56 Teil
hen, v0 = 500 m

s ) werdensehr gut reproduziert. Ledigli
h im Limes für groÿe r hat das Programm Fehler: Bei periodis
henRandbedingungen treten natürli
h spätestens für r > L wieder Korrelationen auf! Bei freien Randbe-dingungen hat man dagegen für das Gas keine so gute Aussage, daÿ r ohnehin na
h oben bes
hränktist.III.3.3 S
hmelzpunkt und De�nition über die PaarkorrelationsfunktionStartet man die Simulation bei PRB mit einer Anfangsges
hwindigkeit von 500 m
s , so sieht man s
hnell,daÿ es si
h um eine Flüssigkeit handelt:

• Teil
hen sind ni
ht mehr an ihre Gitterplätze gebunden,8Für die Darstellung zu zeigen ist: R

〈ρ(r′ + r)ρ(r′)〉 dr′ = 〈
P

i ρi(r)〉t .
g(r) =

R

〈ρ(r′ + r)ρ(r′)〉 dr′ = 1
T

P

j

P

i ρ(ri, tj)ρ(r + ri, tj)
(∗)
= 〈

P

i ρi(r)〉t . (∗) gilt mit geeigneter Normierung der1-Teil
hendi
hte. 13



• langrei
hweitige Ordnung vers
hwindet, nur no
h eine Nahordnung ist vorhanden.Folgende heuristis
he Eigens
haften der �üssigen Phase liegen nahe:
lim

r−→∞
g(r) = 1 , sowie g(r) > 0 für r > R0 .Ersteres bedeutet, daÿ keine Fernordnung mehr vorhanden ist, letzteres, daÿ die g(r) keine Nullstel-len mehr zwis
hen den Maxima aufweist. Diese beiden Charakteristika werden in der Chemie au
hbenutzt, um die �üssige Phase zu 
harakterisieren bzw. den Berei
h, in dem der S
hmelzpunkt liegtgenauer festzulegen. Hier sieht man nun einen weiteren Na
hteil der Simulation mit 2D statt 3D: Manerhält sowohl für PRB als au
h für FRB stark von der Realität und au
h untereinander abwei
hendeS
hmelzpunkte für das simulierte Gas (hier Argon):

T PRB
S ≈ 200 K , T FRB

S ≈ 20 K , T real
S = 84 K .III.3.4 SiedepunktDer Übergang von der Flüssigkeit zur Gasphase kann in der Simulation ni
ht so klar abgegrenzt werdenwie der Phasenübergang von fest zu �üssig. Bei PRB kann die Flüssigkeit in dieser Simulation ohnehinni
ht verdampfen, da hier die Di
hte konstant bleibt: Es ist einfa
h kein Platz vorhanden, wohin dieTeil
hen verdampfen könnten. Typis
he Eigens
haften der Gasphase können jedo
h beoba
htet werden:

• γ(r) ist für r > R0 fast eine Konstante =⇒ au
h die Nahordnung ist vers
hwunden,
• Teil
hen entfernen si
h vom Rand (FRB),
• 〈Ekin〉 > 〈Epot〉, falls der gesamte Körper gasförmig ist.III.3.5 Weitere AnwendungenNeben den oben bes
hriebenen, ganz wesentli
hen Parametern von idealen Gasen, bzw. dem realenSystem Edelgas lassen si
h mit der Simulation weitere interessante E�ekte simulieren und verstehen:
• Störstellen, Stöÿe, Stoÿwellen
• Wärmeleitung
• Thermis
he Längsausdehnung
• Mis
hungen und Legierungen
• Leerstellendi�usion und Di�usion in FlüssigkeitenÜber die Dur
hführung von Experimenten zu diesen Punkten mit MolDyn gibt der Autor dieses Textesgerne Auskunft (eMail-Adresse siehe oben).IV ZusammenfassungZum S
hluÿ kann man sagen, daÿ Computersimulationen eine einzigartige Mögli
hkeit bieten, mi-kroskopis
he Parameter zu kontrollieren und ihre Auswirkungen auf makroskopis
he Messgröÿen zutesten. Daneben kann man Modelle testen und bei der Anpassung an experimentelle Befunde mehr vonihnen verstehen. Die ri
htigen S
hlüsse aus den Ergebnissen einer Simulation zu ziehen kann jedo
hs
hwierig sein. Hat man allerdings eine Simulation, die die Wirkli
hkeit ausrei
hend gut bes
hreibt,so kann man au
h Vorhersagen über Spezialfälle oder besondere Situationen wagen.Eine wi
htige Gröÿe bei Molekulardynamik-Simulationen ist die Paarkorrelationsfunktion g(r) , dieder über alle Teil
hen gemittelten lokalen Di
hte, bezogen auf die mittlere Di
hte entspri
ht. Mit ihrerHilfe lassen si
h alle wesentli
hen thermodynamis
hen Eigens
haften eines Systems ausdrü
ken undzudem läÿt si
h ihre Fourier-Transformierte dur
h Streuexperimente an dem System experimentellermitteln. 14
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